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Repetitorium Analysis I1I

Tag 3: Extrema und Funktionenfolgen

AUFGABE 1. (Klassische Extrema)

(a) Sei f: R? — R zweimal stetig differenzierbar und sei zq € R” mit D f(zo) = 0. Sei
weiter die Hesse-Matrix von f in xy gegeben durch

Hy(xo) = (Z i) mit a,b,c € R.

Zeige die folgenden Aussagen:

(i) Falls a > 0 und ac — b* > 0, so liegt bei x( ein lokales Minimum vor.
(i) Falls a < 0 und ac — b* > 0, so liegt bei zy ein lokales Maximum vor.

(iii) Falls ac — b < 0, so liegt bei x( ein Sattelpunkt vor.

(b) Bestimme Lage und Art aller kritischen Punkte folgender Funktionen:

(i) f:R2 =R, f(z,y) = cos(y),
(ii) g: (0,00) x R = R, g(z,y) = In(x) sin(2y).

AUFGABE 2. (Mannigfaltigkeiten)
Fiir a € R betrachten wir die Menge

M, ={(z,y)" €eR*|2” -y’ =a} CR%.

(a) Zeige, dass M, fiir a # 0 eine C*-Mannigfaltigkeit ist. Bestimme auch den Tangenti-
alraum in jedem Punkt.

(b) Begriinde, warum My keine C'*-Mannigfaltigkeit ist.
(c) Sei a # 0 und f: M, — R stetig. Nimmt f notwendigerweise sein Maximum und

Minimum an?

AUFGABE 3. (Extrema auf Ellipsen)
Seien a,b > 0, f: R* = R mit f(z,y) =4z + 4y und M = {(z,y)T € R? | & + & =1},

(a) Zeige, dass M eine C'-Mannigfaltigkeit ist.

(b) Beweise, dass die Funktion f auf der Menge M ihr absolutes Maximum und ihr
absolutes Minimum annimmt.
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(c) Bestimme die kritischen Punkte der Funktion f auf der Menge M. Bestimme, an
welchen Stellen in M das absolute Maximum angenommen wird und berechne dessen

Wert.

AUFGABE 4. (Extrema auf schriger Ellipse)
Wir betrachten die Funktion f: R?* — R, f(z,y) = 2% + 3%, sowie die Menge

M= {(z,y)" €eR*|2* + 2y +y* = i}.
(a) Zeige, dass M eine C'-Mannigfaltigkeit ist.
(b) Beweise, dass die Funktion f auf M ihr absolutes Maximum und Minimum annimmt.

(c) Bestimme die kritischen Punkte von f auf M. Bestimme, an welchen Stellen in M
das absolute Maximum und Minimum angenommen wird und bestimme deren Werte.

AUFGABE 5. (Extrema auf Kreis vs. Kreisscheibe)
Wir betrachten die Funktion f: R? = R, f(z,y) = e*@V sowie die Mengen

S={(z,y)" eR? |22 +4* =1} und B={(z,y)" e R*|2*+ 4> < 1}.
Wir haben schon mehrmals gesehen, dass S eine C'-Mannigfaltigkeit ist.

(a) Zeige, dass f auf der Menge S sein absolutes Minimum und Maximum annimmt.

(b) Bestimme die kritischen Punkte von f auf der Menge S sowie Stellen und Werte des
absoluten Maximums und Minimums.

(c) Was ist das absolute Maximum und Minimum von f auf B?

AUFGABE 6. (Gleichmiftige Konvergenz)

Sei X ein metrischer Raum und D C X. Seien fiir alle n € N Funktionen f,: D — R
gegeben und sei auferdem f: D — R eine Funktion. Zeige, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(i) Die Funktionenfolge (f,)nen konvergiert gleichméfig gegen f.

(ii) Es gilt lim, o || fr — f|loo = 0.

Erinnerung: Es ist || f||co = supgep |f(x)| die Supremumsnorm.

AUFGABE 7. (Metrische Rdume — revisited)

Wir betrachten (wie schon an Tag 1) den metrischen Raum (X, d..) mit X = C([0, 1]*; R)
und Metrik

oot X X X = [0,00), doo(f,9) = sup |f(x) —g(z)].

z€[0,1]2
Weiter sei (fi)ken wieder die Funktionenfolge

fi: 0,17 = R, filz) = 2hw,.
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Wir haben an Tag 1 gesehen, dass diese Folge in (X, d.,) nicht gegen die Nullfunktion
konvergiert. Zeige, dass (fi)ren in (X, do) allgemein nicht konvergiert.

Tipp: Argumentiere mit Hilfe der Eigenschaften von gleichméafiger Konvergenz.

AUFGABE 8. (Punktweise und gleichmifiige Konvergenz)
Seien Funktionen f: [-1,1] — R fiir n € N gegeben durch

fol@) =1/% +a? firze[-1,1]

(a) Untersuche die Funktionenfolge (f,,)nen auf punktweise und gleichméfige Konvergenz.

(b) Untersuche die Funktionenfolge (f!),en auf punktweise und gleichméfige Konvergenz.

AUFGABE 9. (Differenzierbarer Grenzwert von Funktionenfolgen)

(a) Sei (fn)nen eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen f,: [a,b] — R, die punkt-
weise gegen eine Funktion f: [a,b] — R konvergiert. Wir nehmen an, dass die Folge
(f!)nen der Ableitungen f!: [a,b] — R gleichméfig konvergiert. Zeige, dass f dann
differenzierbar ist mit

f'(x) = lim f!(z) fir alle x € [a,D].
n—oo

Tipp: Nutze, dass fn(z) = fn(a) + [ f},(t) dt fiir alle @ € [a,b]. Was weikt du iiber die Integrale einer gleichméfig

konvergierenden Funktionenfolge?

(b) Wir definieren eine Funktionenfolge (f,,)nen durch
for R—= R, fo(z) = Lsin(nz).

Zeige, dass die Folge (f,)nen sogar gleichméfig gegen eine differenzierbare Funktion
f: R — R konvergiert, die Folge (f!),en aber nicht einmal punktweise konvergiert.
(Die Schlussfolgerung in (a) gilt hier also nicht.)



