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Repetitorium Analysis II

Losung Tag 1: Topologische, metrische und Banachraume

AUFGABE 1. (Metriken)
(a) Definiere den Begriff eines metrischen Raumes.
(b) Sei d;: R xR — [0,00) eine Metrik auf R. Bestimme alle a € R, so dass
doy: RXxR =R, dy(x,y) =(a—1)(a—2026)-di(z,y)
eine Metrik auf R ist.

(c) Sei X =[1,00) und definiere

1 1
d: X x X = [0,00), d(z,y)=|-— —'.

r Yy

Zeige, dass (X, d) ein metrischer Raum ist.
(d) Betrachte die Abbildung
x y
d:R xR = [0,00), d(z,y) = _ .
o) de) = |-

Zeige oder widerlege: Das Paar (R, d) ist ein metrischer Raum.

(e) Sei (X,d) ein metrischer Raum und a € X fest. Zeige, dass die Abbildung
f: X =R, z+—d(xa)
gleichméfig stetig ist. Wann ist diese Abbildung konstant?

Lésung. Zu (a): siehe Skript.

Zu (b): Falls a € {1,2026}, ist dy die Nullfunktion auf R und damit keine Metrik. Falls
a € (1,2026), ist dy < 0 und damit ebenfalls keine Metrik. Falls a € (—o0, 1) U (2026, ),
ist dy = ady mit a > 0. Die Eigenschaft, eine Metrik zu sein, iibertrégt sich dann direkt
von d; auf ds.

Zu (c): Da X = [1,00), ist d wohldefiniert. Nach Definition des Betrags nimmt d nur
nicht-negative Werte an. Fiir alle z,y € X gilt zudem

1
dz,y) =0 = -—-=- < z=y,
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also Definitheit. Die Symmetrie von d ist trivial. Mit der Dreiecksungleichung fiir den
Betrag (A) folgt weiter fiir alle x,y, z € X, dass

;e =d(z,y) + d(y, 2).

1 1‘ '1 1
_l’_

Also ist die Dreiecksungleichung auch fiir d erfiillt. Damit ist d eine Metrik auf X.

Zu (d): Ja, (R,d) ist ein metrischer Raum. Man argumentiert dafiir ganz analog zu
Teil (c). Fiir die Definitheit kann man nutzen, dass f: R — R, x — 1f\x\ streng monoton
wéchst, also injektiv ist. Wenn also d(z,y) = 0 fir z,y € R, dann folgt x = y.

Zu (e): Sei € > 0. Da d die Dreiecksungleichung erfiillt, gilt fiir alle z,y € X, dass

d(z,a) < d(z,y)+d(y,a) und d(y,a) <d(y,z)+d(x,a).
Mit der Symmetrie d(y, x) = d(x,y) folgt daraus
|f(z) = f(y)l = ld(z, a) — d(y, a)| < d(z,y).

Wiéhlt man also § = ¢, dann gilt fiir alle z,y € X mit d(x,y) < 4, dass |f(x) — f(y)] <e.
Also ist f gleichmékig stetig. Falls f konstant ist, muss es die Nullfunktion sein (da
d(a,a) = 0) und es muss X = {a} sein. (Ansonsten wére die Definitheit verletzt.)
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AUFGABE 2. (Topologische Eigenschaften)

(a) Seien X und Y metrische Rdume und f,g: X — Y stetige Funktionen. Zeige, dass
die Menge

A={reX|f(x)=g(e)} C X

abgeschlossen in X ist.
b) Betrachte die Menge
(b) g
B=(0,1] x ([0,1)\ Q) C R%.
(i) Bestimme die Mengen 0B, B, B\ B und B°.
(ii) Entscheide begriindet, welche der Mengen aus (i) kompakt sind.

(c) Sei f: R™ — R eine Funktion. Entscheide fiir die folgenden Aussagen, ob sie wahr
oder falsch sind. Gib jeweils eine kurze Begriindung bzw. ein Gegenbeispiel.

(i) Wenn f stetig auf einer kompakten Menge K C R” ist, so nimmt f|x sein
Maximum an.

(ii)) Wenn f stetig auf einer abgeschlossenen Menge A C R™ ist, so nimmt f|4 sein
Maximum an.

(iii)) Wenn f stetig auf einer beschrankten Menge B C R" ist, so nimmt f|g sein
Maximum an.

(iv) Es gibt eine kompakte Teilmenge von R", die offen ist.

(v) Ist f stetig und beschrankt, so nimmt f sein Minimum an.
(vi) Ist f stetig, so sind Urbilder kompakter Mengen kompakt.
(vii) Ist f stetig, so sind Bilder kompakter Mengen kompakt.

)

)
(viii) Es gibt eine stetige, surjektive Abbildung g: (0,1) — R.
(ix) Es gibt eine stetige, surjektive Abbildung ¢: [0,1] — R.
)

(x) Jede abgeschlossene und beschriankte Teilmenge K C X eines metrischen
Raumes X ist kompakt.

(xi) Fiir jede stetige Funktion g: [0,1] x R — R gilt: Fiir jedes 25 € R nimmt die
Funktion h: [0,1] — R, ¢+ g(t, z2) ihr Maximum an.

(xii) Fiir jede stetige Funktion g: [0,1] x R — R gilt: Fiir jedes z; € [0, 1] nimmt
die Funktion h: R — R, t — g(xy,t) ihr Maximum an.

(xiii) In einem metrischen Raum ist jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge.

(xiv) Jede abgeschlossene Teilmenge M C X eines metrischen Raumes X ist voll-
standig.

Losung. Zu (a): Sei (z,)nen eine Folge in A mit Grenzwert = € X. Definiere die Folge
a, = f(x,) fir n € N. Dann gilt a,, = f(z,) = g(z,) und da f und g stetig sind, gilt

lim a, = lim f(x,) = f ( lim (1;,,,) = f(x)
n—oo n—oo

n—oo

und analog lim, .. a, = g(x). In metrischen Rdumen hat jede Folge hochstens einen
Grenzwert, also folgt f(x) = g(x) und damit z € A. Also ist A abgeschlossen.

310
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Zu (b): Wir nutzen, dass Q C R dicht ist. Man erhélt die folgenden Mengen:

e OB = [0,1] x [0, 1] ist abgeschlossen und beschrinkt und daher nach Heine-Borel
kompakt.

e B=DBUJB =10,1] x [0,1] ist kompakt (s.0.).
e B\ B = ({0} x[0,1]) U ((0,1] x ([0,1] N @Q)) ist nicht kompakt. Um das zu sehen,

geniigt es nach Heine-Borel zu zeigen, dass diese Menge nicht abgeschlossen ist.

Sei (¢n)nen C [0,1] N Q eine Folge mit lim,, . ¢, = V2 Betrachte dann die Folge

€N 2
(1,¢,) € B\ B fiir n € N. Der Grenzwert erfiillt

lim (1,q,) = (1\/75) ¢ B\ B,

n—o0

weshalb B\ B tatsichlich nicht abgeschlossen ist.
e B° = B\ 0B = @ ist trivialerweise kompakt.
Zu (c):
(i) Wahr. Das ist ein klassisches Resultat.

(ii) Falsch. Betrachte f: R — R, z — z und A = R.

(iii) Falsch. Betrachte f: R — R, z + z und B = (0, 1).

(v) Falsch. Betrachte f: R — R, z — ﬁ

(vi) Falsch. Betrachte f: R — R, z — 0. Dann ist f~!({0}) = R nicht kompakt.

(vii) Wahr. Das ist ein klassisches Resultat.

(viii) Wahr. Wir wissen, dass go: (=5, %) — R, z + tan(z) eine stetige Surjektion (sogar
Bijektion!) ist. Bauen wir den Definitionsbereich um, bekommen wir die stetige

Surjektion g: (0,1) = R, 2 — tan(r(z — 3)).

)
)
)
(iv) Wahr. Nach Heine-Borel hat nur & diese Eigenschaft.
)
)
)
)

(ix) Falsch. Gébe es so eine Funktion, miisste g([0,1]) = R nach (vii) kompakt sein. Das
ist es aber nicht.

(x) Falsch. Betrachte X = (0,1) mit der klassischen Topologie (die durch die euklidische
Norm bzw. die euklidische Metrik induziert wird). Dann ist K = X abgeschlossen
und beschrankt, aber nicht kompakt.

(xi) Wabhr. Siehe (i).

)
(xii) Falsch. Definiere g: [0,1] x R — R, (21, 25) +> z5. Dann ist h: R — R, ¢ +— ¢.
(xiii) Wahr. Das folgt aus der Dreiecksungleichung fiir die Metrik.

)

(xiv) Falsch. Betrachte X = Q mit der klassischen euklidischen Metrik. Dann ist M = Q
abgeschlossen, aber nicht vollstandig.
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AUFGABE 3. (Metriken und Konvergenz)
Auf X = C([0,1]%R) betrachten wir die zwei Abbildungen dj2,dy: X x X — [0,00)

definiert durch
3
dre f, (/ / |f -751,332 ($1,$2)|2d$1d$2) )

dss(f,9) = sup [f(z) —g(z)].

z€[0,1]2
Es darf ohne Beweis angenommen werden, dass dy2 eine Metrik auf X ist.
(a) Zeige, dass d eine Metrik auf X ist.

(b) Wir betrachten die Folge (fx)ren in X gegeben durch
fer (0,12 = R, fi(wy, x2) = 2

sowie die Nullfunktion f = 0 € X. Untersuche, ob fj pmiy f im metrischen Raum
(X,dr2) bzw. (X, dy).

Hinweis: Diese Aufgabe wird an Tag 3 fortgesetzt.

Lésung. Zu (a): Das priift man vollig geradeaus nach.
Zu (b): Es ist

| : 1
dp2(fi. f) (/ / [t/ (“”1(“‘2) :(3(2k+1)> T Vok13

k

Also konvergiert dp2(f, f) iy 0, dh. fr, == fin (X, d2). Andererseits ist

doo(fis [) = sup |fu(x)| = sup |afas| =1
z€[0,1]2 z€[0,1]2

fiir alle £ € N. Also konvergiert (fi)ren in (X, d) nicht gegen f.
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AUFGABE 4. (Induzierte Metrik)
(a) Definiere den Begriff eines normierten Vektorraumes.
(b) Sei E ein Vektorraum mit Norm || - ||. Zeige, dass die induzierte Abbildung
d: EXE —[0,00), d(z,y)=|z— 1yl
eine Metrik auf E definiert.

(c) Wir betrachten fiir n € N die Metrik der franzdsischen Eisenbahn auf R", also

_ o i i > 0
DR xR 5 [0,00), Da,y) = |z —yll2 wenn z = ay fiir ein o > 0,
||| + |ly||2  sonst.

Hierbei ist || - ||2 die klassische euklidische Metrik. Es darf ohne Beweis angenommen werden, dass (R™, @) ein

metrischer Raum ist.

Gibt es eine Norm Tr | auf R™, die @ wie in (b) induziert?

Lésung. Zu (a): siehe Skript.
Zu (b): Definitheit folgt sofort aus der Definitheit der Norm. Fiir z,y € F gilt nach
Homogenitat der Norm, dass

d(z,y) = |z =yl = [[(=1) - (y =)l = | = 1] [ly — [l = ly — ]| = d(y, z),

also ist d symmetrisch. Fiir z,y, 2 € F erhalten wir mit der Dreiecksungleichung der Norm,
dass

d(z,z) = ||o = z[| = le —y +y — 2l < [le =yl + ly = 2[| = d(z, y) + d(y, 2),
weshalb die Dreiecksungleichung auch fiir d gilt.
Zu (c): Falls n = 1, ist @(z,y) = || — y|js = |z — y| fiir alle 2,y € R. Also ist & in
diesem Fall durch den Betrag induziert.

Falls n > 2, ist  nicht durch eine Norm induziert. Angenommen es gibe so eine Norm
TP- ||. Dann erhalten wir fiir alle z,y € R", dass

Patyy) = Tety—yl=Te-0 = R0 = |z
Betrachte etwa z = (1,0,...,0)", y = (0,1,0...,0)" € R™. Dann gilt
Da+yy)= ™11L,0,...,07,9) = 1(1,1,0,...,0) |2+ |yl = V2 + 1,

aber ||z]|s = 1, Widerspruch.
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AUFGABE 5. (Folgenkompaktheit)

Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume, K C X eine Teilmenge und f: X — Y eine
Abbildung.

(a) Wann nennt man f in zo € X stetig?
(b) Wann nennt man K folgenkompakt? Wann nennt man K kompakt?

(c) Ist es moglich, dass K kompakt, aber nicht folgenkompakt ist? Gib ein Beispiel bzw.
ein Argument, warum kein solches Beispiel existiert.

(d) Beweise mit Hilfe der Definition von Folgenkompaktheit: Falls K folgenkompakt und
f stetig ist, so ist f(K) C Y folgenkompakt.

(e) Zu welchem aus der Vorlesung bekannten Satz ist die Aussage in (d) dquivalent?

Lésung. Zu (a) und (b): siche Skript.

Zu (c): Nein, denn nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf gilt: Die Teilmenge K ist
genau dann kompakt, wenn sie folgenkompakt ist. (Hinweis: Das ist eine Eigenschaft,
fiir die wir die Metrik bendtigen. In allgemeinen topologischen Réumen gibt es Mengen,
die kompakt, aber nicht folgenkompakt sind; und Mengen, die folgenkompakt, aber nicht
kompakt sind!)

Zu (d): Sei (yn)nen eine Folge in f(K). Dann existiert eine Folge (z,,)neny in K mit
f(z,) =y, fir alle n € N. Da K folgenkompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge
(T, Jkeny und & € K mit limy_,o ©,, = 2. Da f stetig ist, folgt limy_, f(2,,) = f(x). Also
gilt

Y = Flan,) =3 fla) € f(K).

Die Folge (yn, )ren ist also eine (in f(K')) konvergente Teilfolge von (y,)nen. Damit ist
f(K) folgenkompakt.

Zu (e): Da die Begriffe Kompaktheit und Folgenkompaktheit in metrischen Rdumen
dquivalent sind, ist die Aussage in (d) dquivalent zu: Stetige Bilder kompakter Mengen
sind kompakt.
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AUFGABE 6. (Operatornorm)
Seien (A, || - ||a), (B,] - ||s) Banachrdume und f: A — B eine lineare Abbildung.

(a) Definiere die Operatornorm auf L(A, B).

(b) Sei f zusétzlich eine beschriankte Funktion. Zeige, dass f eine stetige Funktion ist.

(c) Betrachte die Abbildung

1

L (C(-1 R o) = (R | mit Z(9) = [ gla)da.

1

Zeige, dass die Operatornorm von Z gleich 2 ist.
(d) Fur welche a € R existiert eine lineare Abbildung
Ta: (C([_L 1]aR)7 || ’ ||oo) — (R7 | ’ |)
deren Operatornorm a ist? Gib gegebenenfalls jeweils ein Beispiel an.

Lésung. Zu (a) und (b): siche Skript.
Zu (c): Wir schiitzen die Operatornorm nach oben und unten ab. Fiir g € C([—1, 1];R)
haben wir die Abschétzung

1
1Z(g)| < /1 lg(z)| dz < (1= (=1))l|gllec = 2lglso-
Damit folgt

Z(yg 2(|91 00
Tlceumsn = sw B g Al _y
gec(-11R)g20 [9llo ™ gec-1,11m) 020 19/l

Fiir die andere Ungleichung betrachten wir die stetige konstante Funktion ¢g: [—1,1] - R
mit g(x) = 1 fiir alle x € [—1,1]. Dann ist

gllc = sup |g(z)[ =1 und |Z(g)| = 2.
ze[—1,1]

Das impliziert ||Z||ric(-1,1r)8) > 2 = 2.

Zu (d): Normen konnen keine negativen Werte annehmen, also existiert fiir a < 0 keine
solche lineare Abbildung. Sei jetzt also a > 0. Etwa die lineare Abbildung

Toi (CI-LUR). |- ) = ®.|-]) mit Tie) =5 [ gla)da

tut’s. Das folgt aus (¢) mit der Homogenitat der Operatornorm.
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AUFGABE 7. (Banachriume)

Auf dem Vektorraum C'([a, b]; R) der stetig differenzierbaren Funktionen f: [a,b] — R
definieren wir die Abbildung

I+ ller: CH([a,0;R) = [0,00),  [Ifller = sup (If ()] + | (2)]).

z€[a,b]
(a) Zeige, dass || - ||c1 eine Norm auf C'([a,b]; R) definiert.

(b) Zeige, dass (C'([a,b];R), || - ||c1) ein Banachraum ist.

Tipps: Nutze aus, dass (C([a,b];R),| - ||oc) ein Banachraum ist. AuRerdem darfst du die folgenden zwei Aussagen,
die wir an Tag 3 zeigen werden, vorerst ohne Beweis verwenden:

Fakt 1. Sei X ein metrischer Raum und D C X. Seien fiir alle n € N Funktionen f,: D — R gegeben und
sei auferdem f: D — R eine Funktion. Dann sind dquivalent:

(i) Die Funktionenfolge (fn)nen konvergiert gleichméfig gegen f.
(ii) Es gilt limp—oo |[frn — flloo = 0.
Fakt 2. Sei (fn)nen eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen fr : [a,b] — R, die punktweise gegen eine Funktion

f:[a,b] — R konvergiert. Wir nehmen an, dass die Folge (f})nen der Ableitungen f} : [a,b] — R gleichméRig
konvergiert. Dann ist f differenzierbar mit

fl(z) = nli_)moo fl.(z) fiir alle z € [a,b].

(c) Zeige: Die Abbildung
D: (C'([a, b R), || ler) — (C([a, BE R), ||+ [loc), [+ ',
die jeder Funktion ihre Ableitung zuordnet, ist stetig.

Losung. Zu (a): Das zeigt man vollig analog zu dem Beweis fiir die iibliche Supremums-
Norm || + ||ee. Fiir die Homogenitét nutzt man (af)’ = af’ fir a € R und f € C*([a, b]; R).
Fiir die Dreiecksungleichung braucht man (f + g)' = f' + ¢’ fiir f,g € C'([a, b];R).

Zu (b): Wir miissen zeigen, dass C'([a, b]; R) beziiglich der Norm || - |1 vollsténdig ist.
Zuerst bemerken wir, dass fiir alle f € C*([a, b]; R) gilt, dass

[flloe < 1fller und [ floe < 1 fllcn-

Sei jetzt (fn)nen eine Cauchyfolge in C'([a, b]; R) beziiglich || - ||1. Dann folgt aus unserer
Bemerkung oben, dass (f,,)nen und (f))nen Cauchyfolgen in C'([a, b]; R) beztiglich || - ||o
sind. Der Vektorraum C(]a, b]; R) ist vollsténdig, also konvergiert die Folge (f,,)nen bezlig-
lich || - || gegen eine Funktion f € C([a,b];R) und die Folge (f!),en gegen eine Funktion
g € C([a,b];R). Nach Fakt 1 sind beide Konvergenzen gleichméfige Konvergenzen. Mit
Fakt 2 folgt dann, dass f differenzierbar ist und g = f’. Also ist f € C*([a, b]; R). Aukerdem
gilt die Abschétzung

1fn = fller = sup (|fn(z) = f(2)| + [fol2) = f(2)])

z€[a,b]
< sup [fu(x) = f(2)| + sup |f,(z) = f'(2)]
z€[a,b] z€la,b]

= [Ifn = flloo + 12 = flloos

0/
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n—oo

und damit f,, — f beziiglich || - ||c1. Also ist (C([a,];R), || - ||c1) ein Banachraum.
Zu (c): Offensichtlich ist D geméR der Ableitungsregeln linear. Fiir f € C'([a, b]; R)
sehen wir

ID(P)lloe =1/ loe < I llcr-

Damit lasst sich die Operatornorm von D abschétzen durch

D{f)lloe fller
||D||L(Cl([a,b];R),C([mb];R)) = sup M < sup || || _
rect (a0 [ fller fect(aplr).r0 || fllen

Nach Vorlesung sind beschrénkte lineare Abbildungen zwischen Banachrdumen stetig.

Hinweis: Wiirde man statt mit || - [[cx mit der klassischen Supremums-Norm || - ||o
arbeiten, so ware der entsprechende Raum weder vollstédndig, noch wére D beschrankt.

10/]10



